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Ïðåäèñëîâèå

Íàñòîÿùàÿ ìîíîãðàôèÿ ïîñâÿùåíà ÷èñëåííûì ìåòîäàì
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåò-
ðîì ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, ÷àñòî íàçûâàåìûõ ñèíãóëÿð-
íî âîçìóùåííûìè óðàâíåíèÿìè.Îíè îáëàäàþò áîëüøîé ïðè-
êëàäíîé çíà÷èìîñòüþ êàê ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
ïðè èññëåäîâàíèè ðàçíîîáðàçíûõ ïðîöåññîâ â ôèçèêå, õèìèè,
áèîëîãèè, òåõíèêå. Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ ïî àñèìïòîòè÷åñêîìó
àíàëèçó âëèÿíèÿ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ âîñõîäÿò ê Ë. Ýéëåðó, à
ïðåäâàðèòåëüíûå ïîïûòêè ïðÿìîãî àíàëèçà òàêèõ óðàâíåíèé
íà÷àëèñü óæå â XIX â. Îäíàêî ïåðâûé èìïóëüñ äëÿ íà÷àëà ñî-
âðåìåííîãî íàðàñòàþùåãî èññëåäîâàòåëüñêîãî è ïðèêëàäíîãî
èíòåðåñà äàëè ðàáîòû À.Í. Òèõîíîâà â 1940-õ ãîäàõ.

Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ñèíãó-
ëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ íà÷àëîñü íåñêîëüêî ïîçäíåå, â êîí-
öå 1960-õ ãîäîâ. Èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ êîíå÷-
íûõ ðàçíîñòåé è ïîçäíåå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ
òàêèõ çàäà÷ îêàçàëîñü ìàëîýôôåêòèâíûì èëè íåâîçìîæíûì
ââèäó ïëîõîé òî÷íîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè äèñêðåòíûõ àíà-
ëîãîâ. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ íåïðèÿòíûõ ýôôåêòîâ â ëèòå-
ðàòóðå ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ: ñõåìû ýêñïîíåíöè-
àëüíîé ïîäãîíêè, ñãóùàþùèåñÿ ñåòêè, ââåäåíèå èñêóññòâåííîé
âÿçêîñòè, ñïåöèàëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû è ìíîãîå äðóãîå.

Ýòà êíèãà ÿâëÿåòñÿ âòîðîé ÷àñòüþ áîëüøîé ìîíîãðàôèè,
â êîòîðîé íà ïðèìåðå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ çà-
äà÷ òèïà êîíâåêöèè-äèôôóçèè ïðîàíàëèçèðîâàíî íåñêîëüêî
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ñïåöèàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ íà ðàçðå-
øåíèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è îáëàäàþùèõ òî÷íîñòüþ è óñòîé-
÷èâîñòüþ, ñîïîñòàâèìûìè ñ ðåãóëÿðíûìè çàäà÷àìè áåç ïîãðà-
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íè÷íîãî ñëîÿ. Èç áîëüøîãî ÷èñëà ìåòîäîâ îòîáðàíû òå, êîòî-
ðûå äîïóñêàþò êîíñòðóêòèâíûå îáîáùåíèÿ íà ìíîãîìåðíûå
çàäà÷è ýëëèïòè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïîâ.

Èçëîæåííûå ìåòîäû òùàòåëüíî îáîñíîâàíû, ïîýòîìó ìà-
òåðèàë êíèãè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ
è òåîðåòè÷åñêóþ èëëþñòðàöèè ê ïîñëåäóþùèì ÷àñòÿì ìîíî-
ãðàôèè, ãäå ýòè æå ïîäõîäû áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ áîëåå
ñëîæíûõ çàäà÷.

Â ýòîé, âòîðîé, ÷àñòè èññëåäóåìûå îáúåêòû � îáûêíîâåí-
íûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ � äàþò âîçìîæíîñòü äå-
òàëüíî òåîðåòè÷åñêè ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàññìàòðèâàåìûå ìå-
òîäû. Â ïîñëåäóþùèõ ÷àñòÿõ îñíîâíîé àêöåíò äåëàåòñÿ íà
îïèñàíèå îñíîâíûõ ðàçíîâèäíîñòåé è ñâîéñòâ èñïîëüçóåìûõ
êîíñòðóêöèé, à òàêæå íà ñîïîñòàâëåíèå èõ ýôôåêòèâíîñòè â
ðàçíûõ òèïàõ çàäà÷.

Â òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ÷àñòÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ èçëîæåíèå
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåí-
íûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà áåç êîíâåêòèâíûõ ñëàãàåìûõ
è ñ íèìè ñîîòâåòñòâåííî.

Â ïÿòóþ ÷àñòü áóäóò âûíåñåíû ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøå-
íèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé.

Ìàòåðèàë ìîíîãðàôèè âîøåë â êóðñ ëåêöèé, êîòîðûå ÷è-
òàþòñÿ íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ ëåò â Ñèáèðñêîé àýðîêîñ-
ìè÷åñêîé àêàäåìèè èì. àêàä. Ì.Ô. Ðåøåòíåâà, Êðàñíîÿðñêîì
ãîñóäàðñòâåííîì òåõíè÷åñêîì è Êðàñíîÿðñêîì ãîñóäàðñòâåí-
íîì óíèâåðñèòåòàõ.

Àâòîðû íàäåþòñÿ, ÷òî êíèãà áóäåò ïîëåçíà äëÿ ñïåöèàëè-
ñòîâ ïî òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé è åå ïðèëîæåíèÿì,
à òàêæå äëÿ àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî âû÷èñ-
ëèòåëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå.

Íàïèñàíèå ýòîé è ïîñëåäóþùèõ ÷àñòåé ìîíîãðàôèè ñòàëî
âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ìíîãîëåòíåé ôèíàíñîâîé è îðãàíèçà-
öèîííîé ïîääåðæêå íåñêîëüêèõ ó÷ðåæäåíèé: ìàòåìàòè÷åñêèõ
ôàêóëüòåòîâ Óíèâåðñèòåòà Îòòî-ôîí-Ãåðèêå â Ìàãäåáóðãå è
Òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà â Äðåçäåíå, òåõíè÷åñêîãî ôàêóëü-
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òåòà Óíèâåðñèòåòà Ýðëàíãåíà�Íþðíáåðãà, Ôîíäà Ôîëüêñâà-
ãåíà (VWStiftung), Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé. Àâòîðû áëàãîäàðíû èì çà ïðåäîñòàâëåííûå âîç-
ìîæíîñòè ó÷àñòâîâàòü â ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ, ðà-
áîòàòü â ïðåêðàñíûõ áèáëèîòåêàõ â Ãåðìàíèè è îáñóæäàòü
çàòðàãèâàåìûå âîïðîñû ñ êîëëåãàìè èç ìíîãèõ ñòðàí. Àâ-
òîðû ïðèçíàòåëüíû òàêæå ìíîãèì ó÷åíûì, áåñåäû ñ êîòî-
ðûìè ñïîñîáñòâîâàëè óëó÷øåíèþ ìàòåðèàëà: Â.Á. Àíäðååâó,
È.Ï. Áîãëàåâó, Ð. Âóëàíîâè÷ó, Â.Ï. Èëüèíó, Â.Ä. Ëèñåéêè-
íó, Ý. Î'Ðèîðäàíó, Õ.-Ã. Ðîîñó, Ó. Ðþäå, Ì. Ñòàéíñó, Ã. Ñòî-
ÿíó, Ë. Òîáèñêå, Ã.È. Øèøêèíó è äð. Àâòîðû áëàãîäàðíû
À.È. Ñîëîâüåâîé çà ïîäãîòîâêó ðóêîïèñè ê èçäàíèþ. Îñîáàÿ
ïðèçíàòåëüíîñòü âûðàæàåòñÿ Êðàñíîÿðñêîìó êðàåâîìó íàó÷-
íîìó ôîíäó çà ïîääåðæêó ñàìîé ïóáëèêàöèè ýòîé êíèãè.

Á. Áàãàåâ, E. Êàðåïîâà, Â. Øàéäóðîâ
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Îïèñàíèå ìíîãèõ påàëüíûõ ïpîöåññîâ â ôèçèêå, õèìèè,
òåõíèêå ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñîäåpæèò pàç-
ëè÷íûå ïàpàìåòpû. Èíîãäà ñpåäè íèõ èìåþòñÿ ìàëûå ïàpà-
ìåòpû, äëÿ êîòîpûõ åñòåñòâåííî ïðîñëåäèòü âëèÿíèå íà îïè-
ñàíèå ïpîöåññà ñ öåëüþ óïpîùåíèÿ ìîäåëè, êîãäà ýòè ïàpà-
ìåòpû ïîëàãàþòñÿ pàâíûìè íóëþ. Â òåpìèíàõ äèôôåpåíöè-
àëüíûõ ópàâíåíèé ìàëûå ïàpàìåòpû ÷àñòî ïîÿâëÿþòñÿ â âèäå
ìíîæèòåëåé ïåpåä íåêîòîpûìè ñëàãàåìûìè, è âîïpîñ î âëèÿ-
íèè ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ çàâèñèìîñòè påøåíèé äèôôåpåíöè-
àëüíûõ ópàâíåíèé îò ìàëûõ ïàpàìåòpîâ.

Çàâèñèìîñòü îò ïàpàìåòpà, ñêàæåì ε ≥ 0, ìîæíî pàçäå-
ëèòü íà påãóëÿpíîå è ñèíãóëÿpíîå âîçìóùåíèÿ. Ïåpâîå õàpàê-
òåpèçóåòñÿ ìàëûì èçìåíåíèåì påøåíèÿ ïpè âàpüèpîâàíèè
ïàpàìåòpà ε ≥ 0 â ìàëîé îêpåñòíîñòè íóëÿ. Âòîpîé òèï âîçìó-
ùåíèÿ âûçûâàåò ñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ påøåíèÿ íåñìîòpÿ
íà ìàëûå âàpèàöèè ε. Â ýòîé ìîíîãðàôèè ìû îñòàíîâèìñÿ íà
ñèíãóëÿpíî âîçìóùåííûõ çàäà÷àõ, îïèñûâàåìûõ äèôôåpåí-
öèàëüíûìè ópàâíåíèÿìè ñ ìàëûìè ïàpàìåòpàìè ïpè ñòàpøèõ
ïpîèçâîäíûõ. Ñóùåñòâåííàÿ pàçíèöà ìåæäó påøåíèåìuε èñ-
õîäíîé (âîçìóùåííîé) çàäà÷è ñ òàêèìè ópàâíåíèÿìè è på-
øåíèåì v âûpîæäåííîé (íåâîçìóùåííîé) çàäà÷è îáóñëîâëåíà
íåâîçìîæíîñòüþ âûïîëíåíèÿ âñåõ èñõîäíûõ êpàåâûõ óñëîâèé
äëÿ påøåíèÿ v. ×àñòü èç íèõ îêàçûâàåòñÿ èçëèøíåé è ïpèâî-
äèò ê ïîÿâëåíèþ â påøåíèèuε íàpÿäó ñ ãëàäêîé ñîñòàâëÿþùåé
usm òàêæå ñîñòàâëÿþùåéubl, áûñòpî ìåíÿþùåéñÿ â íåáîëüøîé
îêpåñòíîñòè ãpàíèöû èëè åå ÷àñòè, êîòîpàÿ íàçûâàåòñÿïîãpà-
íè÷íûì ñëîåì. Ïîýòîìó èíîãäà òàêèå çàäà÷è íàçûâàþòñÿ çà-
äà÷àìè ñ êpàåâûì ýôôåêòîì, èëè ñ ïîãpàíè÷íûì ñëîåì. Êàê
âèäíî èç íàçâàíèÿ íàøåé ìîíîãðàôèè, ìû âîñïîëüçîâàëèñü
ïîñëåäíèì òåpìèíîì.
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Â ýòîé êíèãå ìû îñòàíîâèìñÿ íà ëèíåéíûõ è êâàçèëè-
íåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåpåíöèàëüíûõ ópàâíåíèÿõ ñ ìà-
ëûì ïàpàìåòpîì ïpè ñòàpøèõ ïpîèçâîäíûõ òèïà äèôôóçèè-
êîíâåêöèè. Äëÿ ópàâíåíèé âòîðîãî ïîpÿäêà îáúåêòîì äåòàëü-
íîãî èññëåäîâàíèÿ âçÿòà çàäà÷à

Lu ≡ −εu′′ + a(x)u′ + b(x)u = f(x), x ∈ (0, 1), (0.1)
α0u(0)− β0u

′(0) = d0, α1u(1) + β1u
′(1) = d1, (0.2)

ñ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè a(x) > 0, b(x) ≥ 0, f(x), ìàëûì
ïàpàìåòpîì ε ∈ (0, 1] è ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè αi, βi,
αi + βi > 0.

Ïðè ε = 0 ïðèõîäèì ê âûðîæäåííîé çàäà÷å, êîòîðàÿ èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v0(x):

L0v0 ≡ a(x)v0
′ + b(x)v0 = f(x), x ∈ (0, 1), (0.3)

α0u(0)− β0u
′(0) = d0. (0.4)

Íà áîëüøåé ÷àñòè îòðåçêà [0, 1] îáà ðåøåíèÿ u(x) è v0(x) äî-
âîëüíî áëèçêè. Ðàññîãëàñîâàíèå âîçíèêàåò â òî÷êåx = 1, ãäå,
êàê ïðàâèëî, âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå èç (0.2) íå âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ v0. Èç-çà ýòîãî ó u(x) âáëèçè x = 1 ïîÿâëÿåòñÿ ïîãðàíè÷-
íûé ñëîé ñ ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ ïîðÿäêà ε−1. Ïîýòîìó ñòàí-
äàðòíûå ìåòîäû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé èëè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ äàþò íåóäîâëåòâîðèòåëüíóþ òî÷íîñòü
äëÿ çàäà÷è (0.1) � (0.2) ââèäó îãðîìíîé ïîãðåøíîñòè àïïðîê-
ñèìàöèè âíóòðè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.

Ïî ïîâîäó èçëîæåíèÿ ìàòåpèàëà îòìåòèì îäèí âàæíûé
ìîìåíò. Ñ ïîìîùüþ áóêâû c ñ èíäåêñîì èëè áåç íåãî ìû áó-
äåì îáîçíà÷àòü êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò àpãóìåíòàx, ìà-
ëîãî ïàpàìåòpà ε è øàãà ñåòêè h, à òàêæå âåëè÷èí è ôóíê-
öèé, âûíåñåííûõ èíîãäà pÿäîì ñ ýòîé êîíñòàíòîé â ïpàâîé
÷àñòè íåpàâåíñòâà. Âíóòpè îäíîãî pàçäåëà îäèíàêîâûå èíäåê-
ñû óêàçûâàþò íà îäèíàêîâûå êîíñòàíòû. Íî â äpóãîì pàçäåëå
íóìåpàöèÿ êîíñòàíò íà÷èíàåòñÿ ñíà÷àëà è êîíñòàíòû ñ îäíèì
è òåì æå èíäåêñîì â pàçíûõ pàçäåëàõ pàçëè÷íû.



12 Ââåäåíèå

Óïîìÿíóòàÿ íåçàâèñèìîñòü êîíñòàíò c îò ε èìååò ïpèí-
öèïèàëüíîå çíà÷åíèå è ïîýòîìó äåòàëüíî îòñëåæèâàåòñÿ íà
ïpîòÿæåíèè âñåé ìîíîãpàôèè. Èìåííî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåçà-
âèñèìîñòè îò ε êîíñòàíò c â îöåíêàõ òî÷íîñòè ñóùåñòâåííî
óñëîæíÿþòñÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Äëÿ èëëþñòpàöèè ïpèâåäåì äâå çàïèñè îöåíîê òî÷íîñòè,
òpàäèöèîííûõ â ìîíîãpàôèÿõ ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ pàçíîñòåé:

‖uh − u‖∞, ω̄h
≤ c h2, (0.5)

‖uh − u‖∞, ω̄h
≤ c h2‖u‖4, ∞, [0,1]. (0.6)

Ïîñêîëüêó îñíîâíîé çàäà÷åé ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà òà-
êèõ ìîíîãpàôèé ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ïpèáëè-
æåííîãî påøåíèÿ uh ê òî÷íîìó påøåíèþ u íà ñåòêå ω̄h ïpè
ñòpåìëåíèè øàãà h ê íóëþ, òî ïpèâåäåííûå îöåíêè (0.5), (0.6)
íà âèä âïîëíå îïòèìèñòè÷íû ñ ó÷åòîì îãîâîpåííîé èëè ïîäpà-
çóìåâàåìîé íåçàâèñèìîñòè êîíñòàíòûc îò h. Íî â îöåíêå (0.5)
íå îòìå÷åíà îáû÷íî èìåþùàÿñÿ çàâèñèìîñòü êîíñòàíòû c îò
påøåíèÿ èëè êîýôôèöèåíòîâ çàäà÷è, òàê ÷òî åå ôîpìà çàïè-
ñè â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ äîëæíà èìåòü âèä c(ε, u). Êàê ýòî
÷àñòî áûâàåò, â íàøèõ çàäà÷àõ c(ε, u) → ∞ ïpè ε → 0. Â òà-
êîì ñëó÷àå ïpè ε << 1 ïpèõîäèòñÿ âûáèpàòü h ÷påçâû÷àéíî
ìàëûì äëÿ äîñòèæåíèÿ ñêîëüêî-íèáóäü ïpèåìëåìîé òî÷íîñòè.
Â ñâîþ î÷åpåäü, ìàëûé øàã h ïpèâîäèò ê ÷påçìåpíî áîëüøèì
âû÷èñëèòåëüíûì çàòpàòàì â îäíîìåpíûõ çàäà÷àõ è íåpåàëü-
íûì çàòpàòàì â ìíîãîìåpíûõ çàäà÷àõ.

Â îöåíêå (0.6) òàêæå ïpåäïîëàãàåòñÿ çàâèñèìîñòü êîíñòàí-
òû c îò êîýôôèöèåíòîâ çàäà÷è, â êîòîpûå âõîäèò ε. Ïîýòîìó
äëÿ íàøèõ ópàâíåíèé äàííóþ îöåíêó ñëåäîâàëî áû ïèñàòü ñ
êîíñòàíòîé c(ε) îáû÷íî ñ òåìè æå ïîñëåäñòâèÿìè äëÿ òî÷íîñòè
ïpè ìàëûõ ε. Â òîé påäêîé ñèòóàöèè, êîãäà óäàåòñÿ äîêàçàòü
íåçàâèñèìîñòü c îò ε, ïîëåçíîñòü îöåíêè (0.6) íå âîçpàñòàåò.
Êàê âûÿñíèòñÿ â ðàçä. 1.1, íîpìà ‖u‖4, ∞, [0,1] ïpè ε → 0 ñòpå-
ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, è ìû âíîâü âîçâpàùàåìñÿ ê ÷ðåçìåðíî
ìàëûì h äëÿ äîñòèæåíèÿ ñêîëüêî-íèáóäü ïpèåìëåìîé òî÷íî-
ñòè ïðè ε << 1.
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Ïåpåéäåì ê ñîäåpæàíèþ êíèãè.
Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà àíàëèòè÷åñêèì ñâîéñòâàì ðåøåíèÿ

ópàâíåíèÿ âòîðîãî ïîpÿäêà òèïà êîíâåêöèè-äèôôóçèè. Ñíà-
÷àëà âûÿñíåíû äèôôåpåíöèàëüíûå ñâîéñòâà påøåíèÿ è â ÿâ-
íîì âèäå âûïèñàíû ôóíêöèè ïîãpàíè÷íîãî ñëîÿ, äàþùèå íàè-
áîëüøèé âêëàä â pîñò ïpîèçâîäíûõ âáëèçè x = 1. Ñòðîãî îá-
îñíîâàíû îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ è ïîãðåøíîñòè àñèì-
ïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé.

Â ãë. 2 èçó÷àþòñÿ pàçíîñòíûå ìåòîäû äëÿ çàäà÷è (0.1) �
(0.2). Â ðàçä. 2.1 àíàëèçèðóþòñÿ ñõåìû íàïðàâëåííûõ ðàçíî-
ñòåé, èçâåñòíûå â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå êàêupwind-scheme,
áåç âûäåëåíèÿ ôóíêöèé òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ïðèâåäåíû
òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó â
ðàâíîìåðíîé íîðìå, êîòîðûå ïîäòâåðæäàþò, ÷òî ýòè îöåíêè
íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûìè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó. Áîëåå òîãî,
ðàññìîòðåí ïðèìåð, â êîòîðîì øàã ðàçíîñòíîé ñåòêèh ïðîïîð-
öèîíàëåí ìàëîìó ïàðàìåòðó ε. Â ýòîì ñëó÷àå ñõåìà íàïðàâ-
ëåííûõ ðàçíîñòåé íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî øàãó ðàçíîñòíîé
ñåòêè h, à ñõåìà ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè èìååò ðåøåíèå
ïèëîîáðàçíîãî õàðàêòåðà.

Â ðàçä. 2.2 íà ðàâíîìåðíîé ñåòêåωh îáîñíîâûâàåòñÿ ìåòîä
àääèòèâíîãî âûäåëåíèÿ îñîáåííîñòåé, ò.å. ñ ó÷åòîì àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèÿ òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïåðå-
íîñèòñÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (0.1) � (0.2). Ñ ó÷åòîì çíàêà
êîýôôèöèåíòà a(x) ñòðîèòñÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ íàïðàâëåí-
íûìè ðàçíîñòÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè íà ãëàä-
êèõ ðåøåíèÿõ. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé îáðàçóåò M -ìàòðèöó è èìååò äèàãîíàëüíîå ïðåîá-
ëàäàíèå.

Ðàçäåë 2.3 ïîñâÿùåí ñõåìàì ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîäãîí-
êîé. Ïðè èõ ïîñòðîåíèè ðàçëè÷íûå àâòîðû ïðèìåíÿëè ðàç-
íîîáðàçíûå ìîäèôèêàöèè ñõåìû, ïîëó÷èâøåé íàçâàíèå ñõå-
ìû Èëüèíà�Àëëåíà�Ñàóñâåëëà áëàãîäàðÿ äâóì îñíîâîïîëàãà-
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þùèì ðàáîòàì [28, 69]. Åå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

Lhu = −(εσ(q))u◦
x
◦
x

+ au◦
x
∨
x

+ bu = f, x ∈ ωh, (0.7)

u0 = d0, uN = d1, (0.8)
ãäå σ(q) = q coth(q) ÿâëÿåòñÿ ïîäãîíî÷íûì êîýôôè-
öèåíòîì îò ïàðàìåòðà q = 0.5 bih/ε. Äàííàÿ ñõå-
ìà èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè â ðàâíîìåðíîé íîð-
ìå, õàðàêòåðíûé äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèé, ðàññìîò-
ðåííûõ â ðàáîòàõ Ò.Ì. Ýëü-Ìèñòèêàâè è Ì. Âåðëå
[95], Ê. Íèæèìà [151], Ð.Á. Êåëëîãà è À. Öçàíÿ [131],
Ê.Â. Åìåëüÿíîâà [27], Ã.È. Øèøêèíà [69], À.È. Çàäîðèíà è
À.Â. Èãíàòüåâà [29] è äð.

Â ðàçä. 2.4 èçó÷àþòñÿ ñõåìû âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.
Îïèñàíû äâà ïîäõîäà: ìåòîä HODIE è ó÷åò êîððåêöèè îøèáêè
ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ìåòîä HODIE îñíîâàí íà àïïðîêñèìàöèÿõ
êîýôôèöåíòîâ èñõîäíîé çàäà÷è d ïîëèíîìèàëüíûìè ïðèáëè-
æåíèÿìè d̄ ñ îöåíêîé ‖d − d̄‖∞ ≤ chk+1. Âòîðîé ïîäõîä îñíî-
âûâàåòñÿ íà èòåðàöèîííîì àëãîðèòìå, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî
ïîâûøàåòñÿ òî÷íîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Ðàçä. 2.5 îñíîâàí íà îáñóæäåíèè ðàçíîñòíûõ ñõåì íà
íåðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ, ñãóùàþùèõñÿ â îêðåñòíîñòè ïîãðàíè÷-
íîãî ñëîÿ. Îñíîâîïîëàãàþùèå èäåè â ýòîì íàïðàâëåíèè èçëî-
æåíû â ðàáîòàõ Í.Ñ. Áàõâàëîâà [6], Ã.È. Øèøêèíà [68, 69],
Â.Ä. Ëèñåéêèíà [42, 43], Ð. Âóëàíîâè÷à [174], Å. Ãàðòëàíäà
[106, 107] è äð. Ñåòêè, ñãóùàþùèåñÿ ïî ëîãàðèôìè÷åñêîìó
çàêîíó, ïîëó÷èëè íàçâàíèå ñåòîê Áàõâàëîâà. Ñåòêè, ðàâíî-
ìåðíûå â ðàçëè÷íûõ ïîäîáëàñòÿõ, íî ñ ñóùåñòâåííî îòëè-
÷àþùèìèñÿ øàãàìè, ðàçðàáîòàíû Ã.È. Øèøêèíûì. Ð. Âóëà-
íîâè÷ ïðåäëîæèë âûáèðàòü ïîðîæäàþùóþ ôóíêöèþ â âèäå
µ(t) = Ct/(q − t), ïàðàìåòðû êîòîðîé C, q âûáèðàþòñÿ èç
óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè. Å. Ãàðòëàíä
è Â.Ä. Ëèñåéêèí ïðåäëîæèëè ëîêàëüíî ñòðîèòü êâàçèðàâíî-
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ìåðíûå ñåòêè, òàê ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñõåìû áîëåå âûñîêèõ
ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè.

Ðàçäåë 2.6 ïîñâÿùåí ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ
ðåøåíèé íà îñíîâå ýêñòðàïîëÿöèè Ðè÷àðäñîíà. Åå ñóòü ñîñòî-
èò â ðåøåíèè îäíîé è òîé æå ðàçíîñòíîé ñõåìû ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà òî÷íîñòè ñ ðàçíûì ÷èñëîì óçëîâ è ïîñëåäóþùåé ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ ðåøåíèé, ïðåäîñòàâëÿþùåé ðåçóëü-
òàò áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Çäåñü îáîñíîâàí òðåòèé
ïîðÿäîê äëÿ ñõåìû íàïðàâëåííûõ ðàçíîñòåé íà ñåòêå ñ äîñòà-
òî÷íî ãëàäêîé ïîðîæäàþùåé ôóíêöèåé.

Â ãë. 3 äëÿ çàäà÷è (0.1) � (0.2) èçó÷àåòñÿ êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûé ïîäõîä. Â ðàçä. 3.1 ðàññìîòðåíû äâà âàðèàíòà
ïîñòàíîâêè çàäà÷è: ìåòîäû Áóáíîâà � Ãàëåðêèíà è Ïåòðîâà
� Ãàëåðêèíà ñîîòâåòñòâåííî ñ ñîâïàäàþùèìè è ðàçíûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè äîïóñòèìûõ è òåñòèðóþùèõ ôóíêöèé. Â ïåðâîì
ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ëåììà Ëàêñà � Ìèëüãðàìà, õîðîøî çàðå-
êîìåíäîâàâøàÿ ñåáÿ â çàäà÷àõ ñ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòî-
ðîì. Çäåñü ýòîò ïîäõîä ïðèâîäèò ê íåîïòèìàëüíûì îöåíêàì.
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìåòîäà Ïåòðîâà � Ãàëåðêèíà èñïîëüçóåòñÿ
ïîäõîä È. Áàáóøêè. Îí áîëåå ïîäõîäèò äëÿ àíàëèçà íàøåé
çàäà÷è ñ áîëüøîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé ÷àñòüþ è, ê òîìó æå,
ïðèìåíèì äëÿ îöåíîê ïîãðåøíîñòè â ðàçëè÷íûõ íîðìàõ.

Â ðàçä. 3.2 ñíîâà èçó÷àåòñÿ ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ, íà ýòîò
ðàç â ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ñëå-
äóåò îòìåòèòü ââåäåíèå ïîëîæèòåëüíîé âåñîâîé ôóíêöèè, êî-
òîðàÿ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü áèëèíåéíóþ ôîðìó çíàêîîïðåäåëåí-
íîé.

Ðàçäåë 3.3 ïîñâÿùåí ìåòîäó àääèòèâíîãî âûäåëåíèÿ îñî-
áåííîñòè. Â ñòðóêòóðó ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äîïîëíèòåëü-
íî ê ñòàíäàðòíûì êóñî÷íî-ëèíåéíûì áàçèñíûì ôóíêöèÿì
âêëþ÷àåòñÿ ôóíêöèÿ òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ âåñîì, ÿâëÿ-
þùèìñÿ äîïîëíèòåëüíûì íåèçâåñòíûì ñèñòåìû ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Åå ìàòðèöà ïîìèìî òðåõäèàãîíàëü-
íîé ñòðóêòóðû íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïðèîáðåòàåò îêàéìëÿþ-
ùèå ñòðîêó è ñòîëáåö. Ñòàíäàðòíûé ìåòîä ïðîãîíêè ñòàíî-
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âèòñÿ íåïðèìåíèì, íî åãî íåêîòîðàÿ ìîäèôèêàöèÿ òîæå äàåò
ýêîíîìè÷íûé àëãîðèòì (â ñìûñëå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ÷èñ-
ëà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé îò êîëè÷åñòâà íåèçâåñòíûõ).

Â ðàçä. 3.4 îïèñàíî ïðèìåíåíèå íåñèììåòðè÷íûõ êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ. Â ìåòîäå Ïåòðîâà � Ãàëåðêèíà èñïîëüçóþòñÿ
ðàçíûå ïðîñòðàíñòâà äîïóñòèìûõ è òåñòèðóþùèõ ôóíêöèé.
Êîìáèíàöèÿ ñ íåêîòîðûìè âåñàìè ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ
ýëåìåíòîâ äàåò ñåìåéñòâî ñõåì ñ óëó÷øåííîé îáóñëîâëåííî-
ñòüþ è âîçìîæíîñòüþ ïîäãîíêè êîýôôèöèåíòîâ. Ïåðñïåêòèâ-
íîå íàïðàâëåíèå ñâÿçàíî ñ ïîñòðîåíèåì ïðîñòðàíñòâà äîïó-
ñòèìûõ ôóíêöèé ϕi(x) â âèäå L-ñïëàéíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ëîêàëüíûì êðàåâûì çàäà÷àì âèäà

−εϕ′′i + aiϕ
′
i = 0 íà (xi−1, xi),

−εϕ′′i + ai+1ϕ
′
i = 0 íà (xi, xi+1),

ϕ′′i (xi±1) = 0, ϕi(xi) = 1.

Äëÿ îïèñàííûõ ñõåì ïðèâåäåíû îöåíêè ñõîäèìîñòè â ðàâíî-
ìåðíîé ñåòî÷íîé íîðìå è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîéε-íîðìå.

Ðàçäåë 3.5 ïîñâÿùåí îòíîñèòåëüíî íîâîìó ïðèåìó, ñâÿ-
çàííîìó ñî ñïåöèàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé êâàäðàòóðíûõ ôîð-
ìóë äëÿ ó÷åòà ãëàäêîé è ïîãðàíñëîéíîé ñîñòàâëÿþùèõ. Ñèñòå-
ìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îáðàçóåòM -ìàòðèöó.
Äîêàçàíû îöåíêè ñõîäèìîñòè êàê âε-íîðìå, òàê è â ðàâíîìåð-
íîé ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè.

Â ðàçä. 3.6 ðàññìîòðåíû ìåòîäû äèñêðåòèçàöèè íà íåðàâ-
íîìåðíûõ ñåòêàõ, ñãóùàþùèõñÿ â îêðåñòíîñòè ïîãðàíè÷íîãî
ñëîÿ íà îñíîâå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè. Òàê æå êàê è äëÿ ðàç-
íîñòíûõ ñõåì, îñíîâíûå èäåè â ýòîì íàïðàâëåíèè çàëîæåíû
â ðàáîòàõ Í.Ñ. Áàõâàëîâà, Ã.È. Øèøêèíà, Â.Ä. Ëèñåéêèíà,
Ð. Âóëàíîâè÷à, Å. Ãàðòëàíäà è äð.

Îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò àäàïòèâíûå ñåòêè è àäàïòèâíûå
ìåòîäû, îïèñàííûå â ðàçä. 3.7. Îñíîâîïîëàãàþùèìè ðàáîòà-
ìè â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâèëèñü ñòàòüè È. Áàáóøêè è Â. Ðåé-
íáîëüäòà [77], [78], â êîòîðûõ áûëè ïðåäëîæåíû ôóíêöèîíà-
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ëû (ýñòèìàòîðû), ÿâíî îöåíèâàþùèå òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ ïî åãî çíà÷åíèÿì â óçëàõ ñåòêè. Íà îñíîâå ïîñëåäî-
âàòåëüíîé ìèíèìèçàöèè ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ ñ ó÷åòîìàïîñòå-
ðèîðíîé èíôîðìàöèè âûðàáàòûâàþòñÿ àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ
òðèàíãóëÿöèè äëÿ óñòîé÷èâûõ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ ìåòîäà
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Â ðàçä. 3.8 ðàññìîòðåí ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ, êîòîðûé
â ëèòåðàòóðå èçâåñòåí êàê èíòåãðîèíòåðïîëÿöèîííûé. Ïîä-
áîðîì ðàçëè÷íûõ àïïðîêñèìàöèé èíòåãðàëîâ ïîëó÷àþò ðàç-
ëè÷íûå ñåìåéñòâà ðàçíîñòíûõ ñõåì. Â îäíîì ñëó÷àå ïîëó-
÷àåòñÿ öåíòðàëüíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, â äðóãîì � ìåòîä íà-
ïðàâëåííûõ ðàçíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäè-
ìîñòè õîðîøî èçâåñòíû. Ìåòîä âåðøèí ïðîäîëæàåò òåõíèêó
ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ, ïðàâäà, èíòåãðàëû îïðåäåëÿþòñÿ
íà äðóãèõ èíòåðâàëàõ. Ïîëó÷àþòñÿ ÷åòûðåõòî÷å÷íûå àïïðîê-
ñèìàöèè, ïîäîáíûå ñõåìå Ãóùèíà�Ùåííèêîâà. Äëÿ êóñî÷íî-
ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ â äèñêðåòíîé ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ïðè-
âåäåíà îöåíêà ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó
ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì.

Ãëàâà 4 ñâÿçàíà ñ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèÿ äèñêðåòíûõ
àíàëîãîâ äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòàíîâîê, ïîçâîëÿþùèõ ðàñøèðÿòü
îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ óæå ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ.

Â ðàçä. 4.1 èññëåäîâàëèñü êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ. Ñíà-
÷àëà ðàññìîòðåí ñëó÷àé ñî ñëàáîíåëèíåéíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.
Èçó÷åíû âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è è óñòàíîâëåíî, ÷òî
ýòîò ñëó÷àé ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àåòñÿ îò ëèíåéíîãî,
âêëþ÷àÿ îöåíêè ïðîèçâîäíûõ è ÿâíûé ýêñïîíåíöèàëüíûé âèä
ôóíêöèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ýòî îòêðûâàåò äîðîãó ïðèìåíå-
íèþ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ìåòîäîâ äèñêðåòèçàöèè. Äîêàçàíà
ñèëüíàÿ ìîíîòîííîñòü èíòåãðàëüíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ àíàëîãîì ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè áèëèíåé-
íîé ôîðìû, êîòîðàÿ ëèíåéíà ëèøü ïî îäíîìó àðãóìåíòó â
ýòîé ïîñòàíîâêå. Êðàòêî îáñóæäåíî óðàâíåíèå ñî ñëàáîíåëè-
íåéíûì êîýôôèöèåíòîì ó êîíâåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî. Îòìå-
÷åíî ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, ñîñòî-
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ÿùåå â íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé ïîãðàíè÷íîãî
ñëîÿ. Èõ ðåøåíèÿ óæå íå âûïèñûâàþòñÿ â ÿâíîì âèäå, ÷òî
èñêëþ÷àåò ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ïîäãîíêè, îñíîâàííûõ íà ÿâ-
íîé ôîðìå ôóíêöèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Òåì íå ìåíåå, îñòàþò-
ñÿ ñïðàâåäëèâûìè îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ
îñíîâîé ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà ñõåì íà ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ è
òðèàíãóëÿöèÿõ.

Â ðàçä. 4.2 èçó÷åíà êîððåêòíàÿ çàäà÷à ñ èíòåãðîäèôôå-
ðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì. Ïðîâåäåíà òåñíàÿ àíàëîãèÿ ñ ðà-
íåå èçó÷åííûì ëèíåéíûì ñëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-
ðàòîðà è â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ïîäõîäà
Ã.È. Øèøêèíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ñõåìû
ñ íàïðàâëåííûìè ðàçíîñòÿìè è ñîñòàâíîé êâàäðàòóðíîé ôîð-
ìóëîé òðàïåöèé.

Ðàçäåë 4.3 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ
ïðè íàëè÷èè òî÷åê âîçâðàòà � íóëåé êîýôôèöèåíòà ïðè êîí-
âåêòèâíîì ñëàãàåìîì. Â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ ýòèõ òî÷åê
íà ãðàíèöå èëè âíóòðè îáëàñòè, à òàêæå çíàêîâ êîýôôèöè-
åíòîâ ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèé ïîÿâëåíèÿ
èëè îòñóòñòâèÿ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ, à òàêæå îöåíîê ïðîèçâîä-
íûõ ðåøåíèÿ.

Â ðàçä. 4.4 ïðèâåäåíû âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ ïî îáðàò-
íîé ìîíîòîííîñòè ìàòðèö è äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè äëÿ åå äî-
ñòèæåíèÿ.

Â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ïðèâåäåíû ëèøü ðàáîòû, ðåçóëüòàòû
êîòîðûõ èñïîëüçîâàíû ïðè èçëîæåíèè ìàòåðèàëà, ïîýòîìó çà
åãî ïðåäåëàìè îêàçàëîñü áîëüøîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé ïî øèðî-
êîìó êðóãó çàòðîíóòûõ âîïðîñîâ. Ìû áóäåì ðàñøèðÿòü ýòîò
ñïèñîê â ïîñëåäóþùèõ ÷àñòÿõ ìîíîãðàôèè.
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